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Принципы эволюции:

◮ Наследственность

◮ Изменчивость

◮ Естественный отбор

Charles Darwin,
1809–1882



РНК мир и теория Айгена:

Догма молекулярной эволюции (a) и основной постулат РНК мира (b)

Manfred Eigen, 1927

◮ M. Eigen, Naturwisenschaften, 58(10),
1971: 465–523

◮ M. Eigen, J. McCaskill, P. Schuster, J Phys
Chem, 92(24), 1988:181-1891

◮ M. Eigen, P. Schuster, The Hypercycle,
Springer, 1979

◮ C.Э. Шноль, Физико-химические
факторы биологической эволюции,
Наука, 1979.



Репликаторные уравнения (частные случаи):

◮ Независимая репликация:

ẏi

yi

= ai, i = 1, . . . , n

◮ Автокаталитическая репликация:

ẏi

yi

= biyi, i = 1, . . . , n

◮ Гиперциклическая репликация:

ẏi

yi

= kiyi−1, i = 1, . . . , n, y0 ≡ yn



Репликаторные уравнения (общий случаи):

◮ Общий случай:

ẏi

yi

= (Ay)i, pi = yi/
∑

yi, (Ay)i =
∑

j

aijyj.

Тогда для частот p

ṗi = pi((Ap)i − 〈p,Ap〉),
∑

pi = 1, pi ≥ 0



Принцип конкурентного исключения:

◮ Независимая репликация

ṗi = pi(ai −
∑

aipi),
∑

pi = 1

◮ Автокаталитическая репликация

ṗi = pi(bipi −
∑

bip
2
i ),

∑

pi = 1



Гиперциклическая репликация:

ṗi = pi(kipi−1 −
∑

kipipi−1),
∑

pi = 1

◮ Внутреннее положение равновесия x̂ ∈ intSn глобально
асимптотически устойчиво для коротких (n = 2, 3, 4)
гиперциклов

◮ Для n ≥ 5 появляется глобально асимптотически
устойчивый предельный цикл.
Ref: Mallet-Paret and Smith, J Dyn Diff Eq, 2, 1990; Hofbauer,

Mallet-Paret, Smith, J Dyn Diff Eq, 3, 1991

◮ Гиперциклическая репликация перманентна: для всех i
xi(t) ≥ δ > 0 начиная с некоторого момента времени t

Ref: Hofbauer and Sigmund, Evolutionary Games and Population Dynamics,

Cambridge, 1998



Изменчивость и паразиты:



Естественный отбор:

ṗi = pi(kipi−1 − f̄), i = 1, 2, 3, ṗi = pi(kipi−1 − f̄), i = 4, 5, 6

f̄ =

6
∑

i=1

kipipi−1,
∑

pi = 1



Общее репликаторное уравнение:

Играет ли природа в
«камень–ножницы–бумага»?

A =





0 a1 −b3

−b1 0 a2

a3 −b2 0



 ,

где ai, bi > 0.



Общее репликаторное уравнение:

ṗi = pi

(

(Ap)i − 〈p,Ap〉
)

, i = 1, . . . , k.

Динамический подход к статической теории игр!



Эволюционная теория игр:

Определение

Стратегия p̂ ∈ Sk — равновесие Нэша в игре с матрицей A,
если

〈p,Ap̂〉 ≤ 〈p̂,Ap̂〉

для любых p ∈ Sk. Если равенство выполняется только для
p = p̂, то равновесие строгое.

◮ Если p̂ — равновесие Нэша, то p̂ — положение
равновесия репликаторного уравнения;

◮ Если p̂ — строгое, то p̂ — асимптотически устойчиво;

◮ Если p̂ устойчиво, то p̂ — равновесие Нэша;

◮ Любая игра имеет по крайней мере одно равновесие
Нэша.



Эволюционная теория игр:

Определение

Вектор p̂ ∈ Sk называется эволюционно устойчивым
состоянием (ESS) в игре с матрицей A, если

〈p̂,Ap〉 > 〈p,Ap〉

для любых p 6= p̂ в некоторой окрестности p̂ ∈ Sk.

◮ Если p̂ — ESS, то p̂ — асимптотически устойчивое
положение репликаторного уравнения;

◮ Если p̂ ∈ int Sk — ESS, то p̂ — глобально
асимптотически устойчиво.



Клеточные автоматы и спиральные волны
Учет явной пространственной структуры позволяет сделать
следующие выводы:

◮ Появляется пространственная структуризация.
Существование спиральной структуры позволяет гиперциклу
быть невосприимчивым к паразитам.

◮ Явная пространственная структура оказывает сильное
влияние на эволюционный процесс, поэтому она обязательно
должна учитываться в моделях.

Ref: Boerlijst and Hogeweg, Physica D, 48, 1991: 17-28



Обозначения:

∂tui = ui [(Au)i − fsp(t)] + di∆ui, i = 1, . . . , n, t > 0, (РРУ)

где ui = ui(x, t), x ∈ Ω, ∂t = ∂
∂t

, ∆ — оператор Лапласа.
Для распределенного репликаторного уравнения (РРУ) условие
постоянства концентраций заменяется условием глобального
регулирования (УГР):

n
∑

i=1

∫

Ω

ui(x, t) dx = 1 (УГР)

Для (РРУ) имеем, что распределенная средняя приспособленность

fsp(t) =

n
∑

i=1

∫

Ω

ui(Au)i dx =

∫

Ω

〈Au, u〉 dx. (РСП),



Частные случаи:

Частные случаи (РРУ) — распределенная
автокаталитическая система (РАС)

∂tvi = vi(aivi − f1(t)) + di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0. (РАС)

и распределенная гиперциклическая система (РГС)

∂tvi = vi(aivi−1 − f2(t))+ di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0, (РГС)

с очевидными выражениями для f1(t), f2(t). Здесь ai, di > 0



Устойчивость пространственно однородных положений

равновесия. Частные случаи:

∂tvi = vi(aivi − f1(t)) + di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0. (РАС)

Теорема

Все пространственно однородные равновесия

распределенного автокаталитического уравнения

неустойчивы, если

0 <
di

ai

<
1

λ1
, i = 1, . . . , n.

Вершины симплекса Ri = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), i = 1, . . . , n
устойчивы, если

di

ai

>
1

λ1
.



Устойчивость пространственно однородных положений

равновесия. Частные случаи:

∂tvi = vi(aivi−1 − f2(t))+ di∆vi, i = 1, . . . , n, t > 0, (РГС)

Теорема

Пространственно однородное положение равновесия

P2 ∈ int Sn распределенной гиперциклической системы

неустойчиво, если

n
∏

i=1

di

ai

<

(

1

βλ1

)n

.

Если выполнено обратное неравенство, то P2 устойчиво

только для n = 2, 3, 4.



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия. Частные случаи:

Теорема

Пространственно неоднородное

положение равновесия распределенной

автокаталитической системы

существует, если

n
∑

i=1

(

di

ai

)

<

(

1

π2

)

.

Здесь существуют параметрические
решения задачи

dui

dxi

= Vi,

dVi

dxi

=
1

di

(f̄1 − aiui)ui.

ui

A0

Vi



Существование пространственно неоднородных

положений равновесия. Частные случаи:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(c)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1xi

ui
(d)

Рис.: Пространственно неоднородные стационарные решения
распределенной автокаталитической системы, которые
удовлетворяют условию |x1

i − x2

i | = 1. (a) Половина цикла; (b)
полный цикл; (c) два полных цикла; (d) четыре полных цикла



Принцип конкурентного исключения для

распределенной автокаталитической системы.
Численный пример:
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Распределенная гиперциклическая система.

Численный пример:
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Спасибо за внимание!

Вопросы?

e-mail: alexander.bratus@yandex.ru


